BiljeSka o Boskovicevu razlikovanju dviju vrsta brzina

Koznjak, Boris

Source / Izvornik: Prolegomena : Casopis za filozofiju, 2003, 2, 61 - 71

Journal article, Published version
Rad u casopisu, Objavljena verzija rada (izdavacev PDF)

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urm:nbn:hr:261:620164

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-15

Repository / Repozitorij:

Repository of the Institute of Philosophy

”
y

aoar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI [ REPOZITORUIJI


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:261:620164
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.ifzg.hr
https://dabar.srce.hr/islandora/object/ifzg:210

BiljeSka o Boskovic¢evu razlikovanju
dviju vrsta brzina

BORIS KOzZNJAK

Zavod za povijest, filozofiju i sociologiju znanosti
Prirodoslovno-matematicki fakultet, Fizicki odsjek
Bijenicka cesta 32, HR-10 000 Zagreb
bkoznjak@phy.hr

Pregledni ¢lanak
Primljeno: 24-03-03 Prihvaéeno: 28-04-03

SAZETAK: Boskovicevo razlikovanje dviju vrsta brzina (duo velocitatum gene-
ra) — brzine u prvom ozbiljenju (velocitas in actu primo), odnosno, potencijalne
brzine (velocitas potentialis) i brzine u drugom ozbiljenju (velocitas in actu se-
cundo), odnosno, aktualne brzine (velocitas actualis) — promislja se u odnosu
na koncept trenutne brzine kako je definira calculus differentialis. Nasuprot na-
izglednoj nedosljednosti BoSkovi¢eve dualnosti brzina i koncepta trenutne
brzine, tragom kritickoga promisljanja logickih i metodoloskih temelja calcu-
lusa u ¢lanku se pokazuje kako je dualnost brzina dosljedna tumacenjima tre-
nutne brzine koje daju Oresme, Euler i Maclaurin, kao i definiciji trenutne
brzine temeljem strogog cauchyjevskog utemeljenja calculusa. Boskoviceva du-
alnost brzina takoder je pokazana dosljednom aristotelijansko-skolastickom
nauku o moznosti i zbiljnosti, posebno u onoj njegovoj domeni koja se odnosi
na narav neprekinutoga gibanja.

KLJUCNE RIJECI: Boskovié, brzina u prvom ozbiljenju (velocitas in actu
primo), potencijalna brzina (velocitas potentialis), brzina u drugom ozbiljenju
(velocitas in actu secundo), aktualna brzina (velocitas actualis), Aristotel,
moznost, zbiljnost, gibanje, diferencijalni racun, trenutna brzina.

Prema Boskovicu, valja nam razlikovati dvije vrste brzina (duo velocita-
tum genera): brzinu u prvom ozbiljenju (velocitas in actu primo) i brzinu
u drugom ozbiljenju (velocitas in actu secundo), kako ih nazivlje u De viribus
vivis iz 1745.1 i De continuitatis lege iz 1754,> odnosno, potencijalnu brzinu
(velocitas potentialis) i aktualnu brzinu (velocitas actualis), kako ih nazivlje u

I Boskovi¢ (1745), Num. 11-13.
2 Bogkovi¢ (1996), Num. 35, str. 40-43.
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Theoria philosophiae naturalis iz 1758. godine.? Brzinu in actu secundo, od-
nosno aktualnu brzinu Boskovi¢ definirana kao “neki odnos u jednolikom
gibanju, a taj je dan predenim razmakom podijeljenim onim vremenom u
kojem je taj razmak prijeden”,* dok brzinu in actu primo, odnosno potenci-
jalnu brzinu definira kao “sklonost (determinatio) prema aktualnoj brzini,
odnosno, sklonost koju posjeduje gibajuce se tijelo, ako ga nikakva sila ne
navodi na promjenu, da jednolikim gibanjem prijede neku odredenu udalje-
nost u neko odredeno vrijeme”.> Medutim, dok aktualna brzina “ne moze
postojati pri trenutku vremena (haberi non potest momento temporis), ve¢
trazi neprekinuto vrijeme u kojem se odvija gibanje, a takoder trazi i jedno-
liko gibanje da bi se mogla tocno izmjeriti”, potencijalna je brzina “deter-
minirana svakim trenutkom, i na nju misle mehanicari kada prave geo-
metrijske grafikone za bilo koje nejednoliko gibanje”.® Neka nam sljedeci
jednostavan primjer posluZi za dodatno pojasnjenje ovog BoSkovicevog
razlikovanja. Naime, prema prvom Newtonovom zakonu, svako tijelo ostaje
u stanju mirovanja ili jednolikog gibanja po pravcu, osim ako zbog dje-
lovanja vanjskih sila ne promijeni svoje stanje (Corpus omne perseverare in
statu suo quiescendi vel movendi uniformer in directum, nisi quatenus illud a
viribus impressis cogitur statum suum mutare). Ukoliko se, dakle, tijelo giblje
po krivulji, tada na nj djeluje sila. Ukoliko sila, medutim, prestane djelovati
u trenutku kada je tijelo pri tocki T krivulje, tada ono napusta krivulju i giba
se po tangenti povucenoj na krivulju pri tocki 7. Ovo gibanje, nakon ‘iskap-
¢anja’ tijela pri toc¢ki 7, jednoliko je gibanje ¢ija se aktualna brzina moze
mjeriti i izracunati temeljem jednostavnog izraza v = s/t, gdje je s prijedeni
put, a ¢ vrijeme u kojem je taj put prijeden, a koja nije “niSta drugo do li
sama sila tromosti (vis inertiae), odredena prethodnim okolnostima”.” Ova
pak je aktualna brzina jednaka ‘brzini’ tijela pri tocki 7, koju BoSkovi¢ na-
ziva potencijalnom.

Boskovicevo razlikovanje dviju vrsta brzina, iako zamjeceno i promisljeno
od suvremenih tumaca njegova djela, posebno u dijelu koji se odnosi na hi-
potezu o ‘potencijama’ i problem nastanka brzine,® u ovoj biljesci zelimo
promisliti u ozracju dvije dodatne poteskole njezina razumijevanja. Prije
svega, problem predstavlja naizgledna pojmovna proturjecnost samog kon-
cepta potencijalne brzine,’ bududi je brzina per definitionem prelazenje ne-
koga puta u jedinici vremena, te tako pretpostavlja samo gibanje. Gibanje
pak je uvijek nekakvo ozbiljenje, kako to ve¢ postavlja Aristotel, vezu¢i zbilj-

3 Bogkovi¢ (1974), Num. 64, str. 28-29.

* Ibid., str. 28.

3 Ibid., str. 29.

6 Ibid.

7 Boskovi¢ (1745), Num. 12.

8 Markovi¢ (1968), str. 180; Kutlesa (1994), str. 279-283; Culjak (1992), str. 66-73.
% Na ovu poteikoéu upucuje Talanga; vidi biljesku 82 u Boskovi¢ (1996), str. 203.
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nost (évépyeia) u svome primarnome znafenju upravo uz samo gibanje
(8vépyero kot klvnowv), Stovise, smatrajudi da je upravo évépyeiov ponaj-
vise samo gibanje (k{vnoig)”.!” Drugo, a na odredeni nalin povezano s
prvom potesko¢om, postavlja se i pitanje o dosljednosti Boskovi¢eve modal-
nosti brzina s konceptom trenutne brzine (brzine ‘pri trenutku’; Momen-
tangeschwindigkeit; instantaneous velocity) koju calculus differentialis, do kojeg
Newton upravo i dolazi razmatrajuci problem brzine, jednoznac¢no pripisuje
gibajuéem tijelu (Sto preuzimlje klasi¢na mehanika kao jednu od svojih te-
meljnih pretpostavki). Prva se poteskoca Zzeli razrijesiti unutar aristotelijan-
sko-skolastickoga nauka o moznosti i zbiljnosti, pokazujuci kako je Bosko-
vievo razlikovanje dviju brzina dosljedno ovome nauku, a posebno onoj
njegovoj domeni koja se odnosi na narav neprekinutoga gibanja. No, ovo fi-
lozofijsko (tocnije, metafizi¢no) razrjeSenje jo§ uvijek trazi svoje matemat-
sko opravdanje. Postavljajuci tako ovo pitanje, valjat ¢e nam kriticki promis-
liti same konceptualne temelje calculusa," kojeg je Voltaire opisao kao
“umijece to¢nog brojanja i mjerenja onih stvari ¢ije postojanje ne moZze biti
pojmljeno”."> Ovo bi pak promisljanje, koje ne dvoji u intelektualnu impre-
sivnost calculusa, niti pak u njegovu pragmati¢nu korist kao jednog od naj-
snaznijih oruda novovjekovne fizike, naposljetku trebalo razotkriti dosljed-
nost Boskoviéeve dualnosti brzina s tumacenjima trenutne brzine koja daju
Oresme i BoSkoviéevi suvremenici Euler i Maclaurin, kao i s definicijom tre-
nutne brzine temeljem strogog cauchyjevskog utemeljenja calculusa.

Glede prvog postavljenog pitanja, valja odmah spomenuti kako unatoc¢ tome
§to je za Aristotela évépysia uistinu ponajviSe kivnoig, on takoder upozo-
rava da gibanje ipak nije moguce definirati jednodimenzionalno samo kao
zbiljnost, ve¢ kazuje da “ostvarenost [ozbiljenje] onoga §to biva moznoscu,
kao takvo, jest gibanje (| 100 dvvauetr dvtog dvieréysia, 1 TOODTOV,
kivnolc éotiv)”." Bez pretpostavljanja ove dvodimenzionalnosti, koja dakle
ukljucuje kako zbiljnost tako i moznost (8Ovaypg), “Cini se kako je gibanje
neodredeno (&dpioTov)”, smatra Aristotel, buduéi se “ono ne moze svrstati
niti u moguénost bica, niti u zbiljnost”,'* te tako za gibanje “preostaje da
bude kao $to je receno, i zbiljnost i ne-zbiljnost (koi évépyeiav kai pun
évépyeiav)”.” Boskoviéeva dualnost brzina lako je uklopiva u ovakvo defini-
ranje gibanja; aktualna brzina (kao ona koja pripada samoj zbiljnosti giba-
nja) ozbiljenje je onoga $to biva moznoséu — potencijalne brzine, koja kao

10" Meta. 1047a32. Navodi iz Aristotelove Metafizike i Fizike prema Aristotel (1992a) i Aristotel
(1992b), uz kratice Meta. i Fiz.

11" 7a iscrpan prikaz povijesti diferencijalnog (i integralnog) racuna i njegova konceptualnog
razvoja vidi Boyer (1949).

12 Voltaire (1999), str. 81.

3 Fiz. 201a10-11.

14 Meta. 1066a17-19.

15" Meta. 1066a24-26.
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sklonost (determinatio) za aktualnu brzinu nije niSta drugo doli moguca zbilj-
nost samoga gibanja. Oko ovog aristotelovskog izvorista svoga razlikovanja
dviju brzinu i sam je Boskovi¢ jasan, bududi da kaze kako je njegova poraba
pojma ‘potencijalne’ brzine rezultat izravnoga skolasti¢kog nasljeda.'® Jo$
jasniji uvid u aristotelijansko-skolasticko izvoriSte BoSkovi¢eve dualnosti
brzina stjece se uzimajudi u obzir sinonimne nazivke potencijalne i aktualne
brzine — velocitas in actu primo i velocitas in actu secundo, kojima, kada ih
rabi, Boskovi¢ takoder priznaje skolasticko nasljede.!” Actus primus i actus
secundus, naime, standardni su skolasti¢ki fermini technici koji oznacuju
Aristotelovo dvojako poimanje zbiljnosti (évteréyeia), koje se razvija u De
anima (412a27-28) temeljem definicije duse (yoyn) kao “prvog ozbiljenja
fizickoga tijela koje moznos§éu ima zivot (1) yoyf éotiv Eviehéyeia | TpmTN
coOuATOg PLGLKOD Comy &yovtog).”™ Primjerice, ¢ovjek koji zna govoriti
grcki ali Suti bio bi primjer prvoga ozbiljenja (actus primus), dok bi onaj koji
zbiljski govori gréki bio primjer drugog ozbiljenja (actus secundus). Raz-
vidno, prvo ozbiljenje je vrsta mozZnosti (tako je i brzina in actu primo vrsta
moznosti), u nasemu slucaju druge moznosti, dok bi dijete koje jo$ ne govori
gréki bilo sluéaj prve moznosti u smislu da ono mozZe nauditi gréki.” Ovu
doktrinu o dvije vrste ozbiljenja preuzeti ¢e i Leibniz kada u svojoj znanosti
dinamike govori o dvije vrste ‘sila’, vis viva i vis mortua,” od kojih bastinimo
suvremeno razlikovanje kineticke i potencijalne energije; prve koja se pri-
druzuje samome gibanju, druge tek kao moguénosti samoga gibanja. Primje-
rice, luk napet strijelom predstavljao bi prvo ozbiljenje streli¢ina gibanja,
odnosno, moguéu zbiljnost gibanja (potencijalna &vépyeia), dok bi izbacena
strelica predstavlja drugo ozbiljenje njezina gibanja, odnosno zbiljnost sa-
moga gibanja (kineticka évépyeia).

Pripisujudi brzini pri trenutku tek potencijalnu narav odnosno tvrdeéi kako
aktualna brzina ne moze postojati pri trenutku vremena ve¢ uvijek u nekom
neprekinutom gibanju i vremenu, BoSkovi¢ takoder ide Aristotelovim sto-
pama i u onoj domeni nauka o moznosti i zbiljnosti koji se tiCe naravi sa-
moga neprekinutoga gibanja, a posebno gibanja ‘pri trenutku’. Naime, Aris-
totel smatra kako pri trenutku, odnosno pri sada (¢d @ vov), koje je vre-
menski analogon nedjeljive tocke (usp. De Caelo 300a13-14; 16 yap vOv 10
dtopov olov otiyut| ypapuuic éotiv: “jer nedjeljivo sada je nalik tocki crte”),
u strogome smislu nista zbiljski niti se giblje niti miruje. Da gibanja naime

16 Bogkovi¢ (1974), br. 64, str. 29.

7" De viribus vivis, Num. 11.

'8 De Anima 412a27-28.

19 Talanga primjecuje kako je Boskovi¢ o skolasti¢kom razlikovanju dviju vrsta ozbiljenja mo-
gao uciti iz propisanog udzbenika Joannes Baptista Ptolemaeusa Philosophia mentis dok je
naukovao u Rimskom kolegiju. Vidi biljesku 82 na str. 204 u Boskovi¢ (1996).

20 Vidi Leibnizove spise “Brief Demonstration of a Notable Error of Descartes and Others
Concerning a Natural Law...” u Loemker (1956), vol. I, str. 455-463 te “Specimen Dyna-
micum”, Ibid., vol. II, str. 711-738.
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nema pri sada, za Aristotela je razvidno iz sljedeceg.” Kada bi pri sada bilo
gibanja, u njemu (v adt®) bi se svakako moglo kretati i brze i sporije, pa bi
‘ono brze’ u sada preslo duzinu AB koja ¢e biti veca od duzine AC, koju pre-
lazi ‘ono sporije’ (AB>AC). No bududi je ‘ono sporije’ u cijelome sada
preslo AC, ‘ono brze’ bi doti¢nu duzinu preslo u manjem vremenu od sada.
To bi pak znacilo da je sada djeljivo, buduéi da postoji neki drugi ‘sada’ koji
je manji od sada. Medutim, ex hypothesi, sada je nedjeljivo, te stoga Aristotel
zaklju€uje kako pri sada nema gibanja. No, niti mirovanja nema u sada, jer
“kazasmo kako mirovati moZe ono ¢emu je po naravi kretati se, ali se ne
kreée kad mu je po naravi, gdje i kako; te tako, bududi se u sada nista ne
kreée po naravi, bjelodano je kako ni$ta ne moZze mirovati”.> Da ni gibanja
ni mirovanja nema pri sada vidljivo je i iz toga da “ako se isto sada nalazi u
oba vremena, moguce je da se nesto krece u cijelome jednome [vremenu] i
miruje u cijelome drugom”, $to bi pak bilo proturjecje jer tako ¢e se “dogo-
dit da jedno te isto istodobno i kreée se i miruje; jer oba vremena imaju istu
krajnost, naime: sada”.” Stoga se gibanje (i mirovanje) ne zbiva u jednom
sada nego “je svako kretanje u vremenu (£v ypovo), i u svakome vremenu
moguce je kretati se”.** Boskovicev dictum “[velocitas actualis] haberi non
potest momento temporis” i zahtjev za neprekinutim (kona¢nim) vremenom,
odnosno, za nekim intervalom vremena u kojem se gibanje odvija a u kojem je
moguce definirati zbiljsku brzinu, ovdje se sasvim dosljedno uklapa. Uosta-
lom, i za Aristotela i za BoSkovica,” vrijeme (xp6vog), u kojemu gibanja
izvjesno ima, sastoji se od ‘vremena’ (intervala), a sada je, poput tocke crte,
zbiljsko samo kao granica proslog i buduceg vremena (dvaju intervala). Kao
takvo, medutim, sada “nije vrijeme, nego mu je prigodak” i u vremenu
“ono razdjeljuje mozno$c¢u”.” Pri sada tako svako svojstvo Cija definicija
zahtijeva neprekinuto vrijeme (kao $to koncept brzine i zahtijeva) moze pos-
tojati tek moznos$céu a ne zbiljnos¢u; odnos potencijalne i aktualne brzine od-
nos je moznosti i zbiljnosti, kao §to je takav i odnos tocke i crte i, primjerice,
Leibnizove vis mortua ivis viva (mrtva i ziva sila naime odnose se “kao tocka
prema crti ili kao crta prema ravnini”).”

Calculus differentialis, medutim, kao $to je ve¢ naglaseno, ipak jednoznacno
definira brzinu pri trenutku kao jedan sasvim koristan matemati¢ni i fizi¢ni
modus operandi. Tako je za neko nejednoliko neprekidno gibanje materi-
jalne tocke dato funkcijom puta o vremenu x(¢)=kt" (gdje je k konstanta

2l Fiz. 234a24-31

22 Fiz. 234a31-34.

23 Fiz. 234a35-b5.

24 Fiz. 232b20.

2 Vidi Bogkovié (1996), Num. 33.
26 Fiz. 220a22.

2T Fiz. 222a14-15.

28 Loemker (1956), vol. I, str. 458.



66 Prolegomena 2 (1/2003)

koja ovisi o jedinicama koje se rabe u mjerenju udaljenosti i vremena), tre-
nutna brzina pri nekom proizvoljnom trenutku # data kao v(z) = knt"'. Opéi
postupak za dobijanje ove ‘trenutne brzine’ ukljucuje prvo pretpostavku (P,)
da je prirastaj (incrementum) neovisnoj varijabli ¢ konacan (At # 0), iz ¢ega
se zatim izvodi (Z,) prosjecna brzina toc¢ke v(At) = Ax / At u intervalu vre-
mena At, gdje je Ax = x(t+Af) —x(t), odnosno, Ax = k(t+At)" — kt". Zatim,
nakon $to se ¢lan (#+Atf)" u brojniku omjera razvije pomocu binomnog
poucka i brojnik sredi dokidanjem ¢lanova k¢ te podijeli s Az, dobijamo izraz
s beskona¢no mnogo ¢lanova v(At) = knt"' + k((n*—n) / 2)At"* +... Napo-
sljetku, trenutna se brzina (Z,) v(¢) = knt" dobija pretpostavljajuéi (P,) da
je priraStaj neovisnoj izmjenjljivici strogo Af = 0 te da se svi ¢lanovi koji ga
sadrze niSte, ili da je At dovoljno malen (infinitezimala) i da se svi ¢lanovi
koji ga sadrze zanemaruju. Medutim, ovaj postupak dobijanja brzine pri tre-
nutku v(¢) = knt"” povezan je s odredenim logickim i metodoloskim po-
teSkocama.

Naime, kao $to je to ve¢ dokazivao Berkeley u svojoj raspravi The Analyst iz
1734. godine, pretpostavke P, (At = 0) i P, (At = 0), koje se rabe u izvodenju
zakljucka Z, (trenutne brzine), medusobno su proturjecne, te je upitno moze
li (Z,) slijediti iz dviju proturje¢nih pretpostavki. Berkeleyevim rijec¢ima,
“ukoliko se u teznji da se bilo koji iskaz dokaze pretpostavi nesto pomocu
Cega se dosegne nesto drugo, da bi se poslije sama pretpostavka unistila ili
odbacila nekom suprotnom pretpostavkom, tada i sve Sto se doseglo i svaki
posljedak takvog zakljucivanja mora takoder biti nevaljao ili odbacen i od
tada se viSe ne moze pretpostavljati ili uporabljati u dokazivanju.”” Stoga
Berkeley iS¢ezavajuée priraste koje “niti su konacne veli¢ine, niti veli¢ine
beskonacno male, no niti pak ni§ta” naziva “duhovima isCezlih veli¢ina
(ghosts of departed quantities)”,*® duhovima koji dakako ne mogu strogo ute-
meljiti calculus. Sto se pak ti¢e moguénosti zanemarivanja prirastaja kao do-
voljno malenih, Berkeley upozorava kako “dkpiBeio [preciznost, to¢nost]
geometrije zahtijeva da nita ne smije biti zanemareno ili odbaceno”.?' Tako
je Newton u svoje prve dvije inacice calculusa™ priraStaje smatrao besko-
na¢no malenima te tako zanemarivima ili pak jednostavno jednakima nuli,*
u De quadratura ¢e Newton jasno reéi kako “greske u matematici ne smiju
biti zanemarene, ma kako male bile (errores quam minimi in rebus Mathema-

2 Fraser (1901), vol. III, §12, str. 25.

30 Ibid., §35, str. 4.

31 Ibid., §19, str. 28

32 Newton daje tri inatice calculusa; prvu, metodu infinitezimala u De analysi per aequationes
numero terminorum infinitas (napisanu 1669, objavljenu 1711), drugu, metodu fluksija, u Metho-
dus fluxionum et serierum infinitarum (n. 1671, 0. 1736), te trecu, metodu prvih i posljednjih om-
jera, u De quadratura curvarum (n. 1676, o. 1704).

33 Primjerice, u Methodus fluxionum Newton kaZze: “No gdjegod je [prirast] pretpostavljen kao
beskonac¢no malen (...) ¢lanovi koji su s njime pomnozeni biti ¢e nista u poredbi s drugima, te
ih stoga ja odbacujem...”; Whiteside (1969), vol. III, str. 81.
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ticis non sunt contemnendi)”.** Newton ¢ée stoga sada matematicke veliCine
smatrati ne kao sastavljene od infinitezimalnih dijelova vec in statu nascendi,
odnosno, opisane neprekinutim gibanjem (quantitates Mathematicas non ut
ex partibus quam minimis constantes, sed ut motu continuo descriptas hic
considero).” Shodno tome, Newton ¢ée uzeti da je prirastaj At neka konacna
velicina, te ¢e takoder formirati omjer Ax /At za funkciju x(f) = kt", §to na-
posljetku daje Ax /At = knt"™" + k((n*—n)/2)At"* +... (vidi tekst prije).
Medutim, sada Newton nece niSta zanemarivati niti nistiti, ve¢ ¢e pustiti da
se At priblizava nuli da bi naposljetku potpuno iS¢eznuo. Rezultirajuci omjer
Ax | At = knt"! kada je At = 0, Newton naziva posljednji omjer (ultima ratio)
iS¢ezavajucih prirastaja (evenescenta incrementa), koji shvaca “ne kao omjer
veli¢ina prije nego li i$¢eznu, niti poslije, nego kao onaj s kojim i§¢ezavaju”.*
Shodno tome, posljednju brzinu (ultima velocitas), kao brzinu pri trenutku,
Newton definira kao “brzinu kojom se tijelo giblje ne prije nego li stigne na
to mjesto nit poslije toga, ve¢ kao brzinu pri samom trenutku stizanja”.*’
Metodom prvih i posljednjih omjera (koja nalikuje suvremenoj metodi
limesa) Newton ¢e doduse izbjeci Berkeleyevu prigovoru logicke nedosljed-
nosti, no sada, ¢ak i ako prihvatimo mogucnost postojanja nekog ‘posljednjeg
omjera’ i pripisivanja neodredenu omjeru (0/0) neke odredene vrijednosti
(realnog broja), postavlja se pitanje kako tumaciti pripadajucu ‘posljednju
brzinu’, bududi da ¢itavo vrijeme na umu imamo koncept brzine koji ovisi o
vremenskim i prostornim intervalima, a koji su sada doslovno iS¢ezli.

Iako se o Newtonovim inacicama calculusa i njihovim tumacenjima opéenito
mnogo sporilo,*® nas ¢e ovdje zanimati pojasnjenje Newtonova ‘posljednjeg
omjera’, a shodno tome i ‘posljednje brzine’, koje daje Euler u svojem Insti-
tutiones calculi differentialis (1755).* Naime, prema Euleru posljednji omjer
iS¢ezavajucih prirastaja uistinu je eo ipso neodreden (0/0); ukoliko paznju
usmjerimo samo na pojedini trenutak (gdje je dakako omjer puta i viemena
0/0), bez uzimanja u obzir susjednih smanjujucih intervala vremena, nemo-
guce je pripisati neku odredenu grani¢nu vrijednost ‘posljednjem omjeru’
0/0, pa tako ni vrijednost brzini ‘pri trenutku’. No, ukoliko ¢itavu stvar pro-
matramo in statu nascendi, kako to Newton u De quadratura i promatra, tada

W

* Whiteside (1981), vol. 8, str. 123.
> Ibid., str. 121.
© Cajori (1946), str. 39.

37 Ibid.
38

W W

Jedno od pitanja je ono o sukladnosti triju Newtonovih inacica calculusa. Mi ovdje zastu-
pamo tzv. standardno glediSte prema kojem je Newtonova metoda fluksija zamjena za metodu
infinitezimala, a metoda prvih i posljednjih omjera zamjena za metodu fluksija. O drugacijem
videnju Newtonovih inacica calculusa, prema kojem svaka od inacica ima posebno mjesto u cje-
lini Newtonova rada na calculusu (metoda fluksija kao njegovo heuristi¢ko zasnivanje, metoda
prvih i posljednjih omjera kao njegovo strogo zasnivanje, a metoda infinitezimala kao skraci-
vanje strogog utemeljenja) vidi Kitcher (1973).

3 Euler (2000), posebno §83-§97.
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prema Euleru calculus kao heuristicka procedura moze dati neku odredenu
vrijednost ovog ‘posljednjeg omjera’, odnosno on moze ispitati na¢in na koji
se omjer mijenjao u priblizenju posljednjem omjeru i tako dati njegovu gra-
ni¢nu vrijednost, odnosno promjenu omjera iScezavajucih prirastaja do tre-
nutka koji je u pitanju (omjer intervala puta i vremena za funkciju x = kt"
kada At — 0 naime razli¢ito se mijenja za razliCite » i tako razlicito ‘doseze’
granicu). No, kinematic¢ko znacenje ovog ‘posljednjeg omjera’ kao ‘posljednje
brzine’ viSe ne moze biti neka zbiljska brzina pri trenutku (buduéi da nema
prostornih i vremenskih intervala), ve¢ postaje tek sklonost za gibanje nakon
tog trenutka ukoliko viSe ne bi bilo same promjene brzine. Ovakvo tuma-
¢enje brzine ‘pri trenutku’ daje Oresme jo$ u Cetrnaestom stoljecu, tumaceci
trenutnu brzinu u smislu da Sto je veca ta brzina veca ¢e biti i udaljenost
prijedena ukoliko bi se gibanje nastavilo jednoliko tom brzinom (Verbi gra-
tia; gradus velocitatis descensus est major, quo subjectum mobile magis descen-
dit vel descenderet si continuaretur simpliciter).”> A Maclaurin ¢e u raspravi
Treatise of fluxions (1742), potaknut Newtonovim uciteljem Barrowom koji
definira brzinu kao mo¢ (power) kojom odredeni prostor moze biti prijeden
u nekom vremenu,* reéi da “brzinu nejednolikog gibanja pri svakome tre-
nutku vremena ne valja mjeriti prostorom koji je zbiljski prijeden nakon tog
trenutka u datom vremenu, ve¢ prostorom koji bi bio prijeden ukoliko bi se
gibanje nastavilo jednoliko nakon tog trenutka”, te da ukoliko je trenutna
brzina “podlozna mjerenju, to je onda samo u tome smislu”.** Ova su tu-
macenja, dakako, u potpunome suglasju s Bo§kovi¢evim razlikovanjem dviju
vrsta brzina.”

Naposljetku, promislimo jedan dodatni moguci prigovor modalnosti brzina,
naime, prigovor kako je strogo cauchyjevsko utemeljenje calculusa,* odnos-
no, definicija derivacije kao granice ili limesa beskona¢nog niza diferencija
ucinilo prethodna tumacenja trenutne brzine tek nepotrebnim interpretativ-
nim regresijama. U skladu s ovim strogim zasnivanjem calculusa, razmatrale
bi se uzastopne vrijednosti omjera diferencija puta i vremena Ax / At, gdje se
intervali Ax i Ar mogu po volji (neogranieno) smanjivati, Sto nam daje
beskonacni niz vrijednosti srednjih brzina v(At),, v(At),, V(Af)s,..., V(AL),,...
Sto su manji intervali Ax i At, to ée se omjer v(Ar), sve vise priblizavati nekoj

40 Wieleitner, (1914), str. 224.

41 Maclaurin (1801), knjiga I, str. 54.

42 Ibid., str. 53; O ulozi Maclaurina, kojega standardni prikazi povijesti calculusa uglavnom
zaobilaze, vidi Grabiner (1997). O moguéim prigovorima Maclaurinovoj definiciji trenutne
brzine (posebno o njezinoj kruznosti) vidi Guicciardini (1989), str. 44-45, te o njezinoj obrani
Jesseph (1993), str. 282-283.

43 Autoru ove biljeske nije poznato je li i u kojoj mjeri Boskovié bio upoznat s Oresmeovim tu-
macenjem trenutne brzine kao potencijalne, kao i svojih suvremenika Maclaurina i Eulera, $to
bi svakako valjalo istraziti.

# Vidi “Résumé des lecons données a I’école royale polytechnique sur le calcul infinitésimal”
(1821), u Cauchy (1899), str. 13-257. O ‘strogom zasnivanju’ calculusa vidi takoder Grabiner
(1981), Grabiner (1983).
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fiksiranoj vrijednosti v(f), odnosno, uzimajuéi n dovoljno velikim razlika
| v(t) - ﬁ(At)j moze se uciniti proizvoljno malenom. Preciznije izrazeno, rabedi
Cauchyjevu tzv. delta-epsilon definiciju,” moZemo reéi da je trenutna brzina
v(t) limes niza prosjecnih brzina V(Ar),, V(Af),, V(A?)s,..., V(At),,... kada At — 0
ako za svaki ¢ > 0 postoji takav § > 0 da iz 0 < | (At)n| < 9 slijedi |v(t)—
V(AY), |<e. U ovoj strogo algebarskoj definiciji vazno je primjetiti da se ne
govori o dosezanju izmjenjljivice v(Ar), same granice v(t), dakle, o dosezanju
posljednjeg ¢lana beskonac¢nog niza diferencija, te da stoga trenutnu brzinu
w(t)=lim( x/ t), odnosno, prihvacajuci Leibnizovu notaciju v(¢t) = dt / dt,
ne valja’ 0pojmiti u smislu Newtonova ‘posljednjeg omjera’. Stoga, kako to
upozorava Boyer, trenutna brzina definirana na ovaj nacin tek kao matema-
ticka apstrakcija “nije brzina u uobicajenome smislu i ona nema svoju prisli-
ku u svijetu prirode, gdje ne postoji gibanje bez promjene polozaja”,* od-
nosno, “trenutna brzina nema fizicke realnosti (kurziv B. K.)”.*’ Kao §to to
takoder sazimlje von Weizsédcker, “brzina kao diferencijalni kvocijent je per
definitionem granic¢na vrijednost. Da bi se ona definirala, mora se, dakle,
promatrati jedan niz vremenskih intervala ¢ija duljina opada. ‘Prave’, naime,
mjerljive brzine su kvocijenti diferencija u nizu; grani¢na vrijednost ne pri-
pada nizu i tek ¢e pomocu nominalne definicije biti nazvana ‘brzinom u
to¢ki vremena ¢’ (Geschwindigkeit im Zeitpunkt)”.* Koliko god, dakle, uvjer-
ljivo izgledalo da tijelo ima neku brzinu v(¢) pri trenutku ¢ i koliko god stan-
dardni zapis dx/df sugerirao omjer prostornih i vremenskih intervala, ova je
brzina apstraktno definirani entitet, te kao takva nema zbiljsku narav i nije
mjerljiva. Zbiljska brzina, kao ozbiljenje potencijalne brzine, zahtijeva ne-
prekinuto vrijeme u kojem se odvija jednoliko gibanje i jedino u tome smislu
brzina ima fizi¢ni smisao.
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A Note on Boskovi¢’s Distinction between Two Kinds of Velocities

ABSTRACT: Boskovi¢’s distinction between two kinds of velocities (duo velocitatum
genera) — velocity in the first act (velocitas in actu primo), or potential velocity (veloci-
tas potentialis), and velocity in the second act (velocitas in actu secundo), or actual ve-
locity (velocitas actualis) — is considered in respect to the concept of instantaneous
velocity as defined by calculus differentialis. Contrary to the seeming inconsistency of
Boskovi¢’s duality of velocities and the concept of instantaneous velocity, due to a
critical examination of logical and methodological foundations of the calculus, the
article shows that the duality of velocities is consistent with the interpretations of in-
stantaneous velocity given by Oresme, Euler and Maclaurin, as with the definition of
instantaneous velocity according to the rigorous Cauchyan founding of the calculus.
Boskovi¢’s duality of velocities is also shown to be consistent with Aristotelian-scho-
lastic doctrine of potentiality and actuality, especially in its domain related to the na-
ture of continuous motion.

KEY WORDS: Boskovi¢, velocity in the first act (velocitas in actu primo), potential
velocity (velocitas potentialis), velocity in the second act (velocitas in actu secundo),
actual velocity (velocitas actualis), Aristotle, potentiality, actuality, motion, calculus,
instantaneous velocity.



